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Streszczenie

Motywacja do napisania rozprawy jest proba klasyfikacji pewnych rodzajéw uktadow wektordw
w przestrzeni Hilberta, ktore nie sa bazami Riesza. Uklady takie, wobec posiadanych wtasnosci
znalazly szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach m.in. teorii przetwarzania sygnaléw, redukceji
szumu, matematyce stosowanej, mechanice kwantowej.

Rozprawa sktada sie z czterech rozdziatow. W kazdym rozdziale ktadziemy nacisk na badanie
innego uktad generujacego.

Rozdziat pierwszy jest catkowicie poswiecony problemowi poszukiwania krat dualnych do danej
kraty okreslonej w przestrzeni Hilberta. Krata, jako uogélnienie bazy Riesza, w wielu przypadkach
okazuje si¢ narzedziem uzytecznym, posiadajac wtasnosci, ktore nie sa dostepne dla bazy. Rozdziat
zaczniemy od przypomnienia podstawowych definicji i wlasnosci krat, a niezbednych w celach
badawczych. Nastepnie zaprezentujemy wersje twierdzenia dylatacyjnego Naimarka w teorii krat.
W konicowej czesci rozdziatu, przy wykorzystaniu powyzszego twierdzenia, przedstawimy w jaki
sposéb mozna opisa¢ kraty wszystkie dualne do kraty Parsevala ze skoriczonym nadmiarem oraz
do kraty w przypadku ogdlnym.

W rozdziale drugim rozwazane sa wuogdinione uklady Riesza (ang. generalized Riesz systems).
Uktady te wywodza sie wprost z PT-symetrycznej (pseudohermitowskiej) mechaniki kwantowe;.
W tresci rozdziatu zaprezentowane zostana warunki rownowazne definicji uogdlnionego uktadu
Riesza oraz powiazanie pomiedzy nimi a ciggami pot-regularnymi. Pokazemy przyktad ciagu
pot-regularnego, ktory nie jest uogdlnionym uktadem Riesza.

Poczawszy od rozdziahu trzeciego, rozwazania przeniesiemy do przestrzeni Kreina, dlatego pierwsza
czes¢ tego rozdziatu stanowi wstep do tej teorii. Nastepnie bada¢ bedziemy ciggi J-ortonormalne
(ortonormalne wedtug metryki indefinitnej). Ciagi J-ortonormalne sa pewna podklasa uogdlnio-
nych uktadéw Riesza. Wprowadzimy pojecia ciagu J-ortonormalnego pierwszego/drugiego rodzaju.
Nastepnie podamy zastosowania ciggu pierwszego rodzaju w P7T -symetrycznej mechanice kwanto-
wej. Koncowa czesé tego rozdziatu dotyczy algorytmu, za pomoca ktorego mozna konstruowaé ciggi
J-ortonormalne pierwszego, jak i drugiego rodzaju w przestrzeni Kreina. Finalnie, przedstawimy
rezultat mowiacy o tym, ze kazdy ciag J-ortonormalny pierwszego rodzaju jest réwniez J-krata.

Kraty okreslone w przestrzeni Kreina, t.j., J-kraty badane sa w rozdziale czwartym. Poczatkowa
czes¢ dotyczy trzech, nieréwnowaznych definicji kraty w przestrzeni Kreina, ktore spotka¢ mozna w
literaturze. Nastepnie podamy ogolniejsza definicje J-kraty oraz formute rekonstrukcyjng dla niej.

Koncowa czesé¢ dotyczy¢ bedzie J-kraty typu Parsevala. Pokazemy przy uzyciu teorii z rozdziatu
pierwszego, ze nie istnieja dla niej inne J-kraty dualne typu Parsevala oprdcz niej same;j.

W dodatku A znalez¢ mozna kod programu liczacego pierwiastki dla pewnego przyktadu ciagu
J-ortonormalnego pierwszego/drugiego rodzaju, w zaleznosci od zadanego parametru.
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Abstract

The main goal of this thesis is a classification problem for some types of sequences of vectors in
Hilbert spaces that are not Riesz bases. The motivation comes directly from recent progress in
mathematical physics, especially in PT -symmetric quantum mechanics, but not limited to this
field. These sequences are widely used, for example in signal processing and linear
estimation. They are extremely useful, due to the fact that they possess properties that are
unavailable for Riesz basis.

The thesis consists of four chapters. Each chapter is devoted to study one of the following sequences:
frame, generalized Riesz system, J-orthonormal sequence, J-frame.

In the chapter one, we develop a new tool for searching so called dual frames for a given frame
defined in Hilbert space. Frame, is a generalization of the Riesz basis in Hilbert space, and in
many cases, it turns out to be useful, because of its properties, which are unavailable for basis,
for example non-unique decomposition. For the convenience of the reader, we start first chapter
with a revision of basic definitions and properties of frames. Next, we show a Naimark’s dilatation
theorem in the frame theory setting. Then, we use this theorem to describe all possible dual frames
to a given frame in two cases: Parseval frame with a finite excess, and a frame in general.

The second chapter is devoted to the theory of generalized Riesz systems (GRS). They come
straight from the filed of P7T-symmetric (pseudo-Hermitian) quantum mechanics. We present
some equivalent condition for a sequence to be a GRS. Then, the relationship between GRS and
semi-regular sequence is described. Finally, we present an example of a semi-regular sequence,
which is not a GRS.

Starting from the chapter three, we jump into Krein space. In this chapter we explore the topic of
J-orthonormal sequence (orthonormal with respect to an indefinite metric). Each J-orthonormal
sequence is a GRS. Given the properties of J-orthogonal sequence, we divide this class into two
subclasses (J-orthogonal sequence of the first/second type). Then we give the applications of
the J-orthogonal sequence of the first type in P7 -symmetric quantum mechanics. The last part
contains an algorithm, using which it is possible to generate the sequence of first/second type.
Finally, we show t that each J-orthonormal sequence of the first type is also a J-frame.

Frames in Krein spaces, (J-frames) are studied in chapter four. At the beginning, we give three,
non-equivalent definitions of frame in Krein space, which can be found in literature. Then we
generalize the last definition of J-frames and provide a reconstruction formula for it. Next, we
define a J-frame of Parseval type. Lastly, with using the theory from chapter one, the evidence
that the there is no other J-frame of Parseval type dual frame to a given one, but itself, is given.

In appendix A, there is the code for finding the roots for an example of J-orthonormal first /second
kind sequence, depending on the parameter.
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