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Recenzja rozprawy doktorskiej Alana Kamudy pod tytulem
Kraty oraz uogdlnione uktady Riesza.Wlasnosci oraz zastosowania

Chociaz pojecie kraty (aby unikngé¢ zamieszania bede postugiwal sie termi-
nologia uzytg w pracy doktorskiej, cho¢ mozna mie¢ do niej uwagi; ttumaczenie
angielskiego slowa frame jako ,krata” jest lekko dyskusyjne) znane jest juz od
polowy ubieglego wieku (praca Duffina i Schaeffera), to dopiero w biezacym stuleciu
tematyka ta zyskala znaczaca popularnoéé. Mnie osobiécie zdarzylo sie pierwszy
raz zetkna¢ z tym pojeciem, kiedy jeszcze jako student stuchalem referatu H.S.
Shapiro ponad trzydziesci lat temu. Kraty okazaly sig uzytecznym narzedziem
w opisie przetwarzania sygnalow, komunikacji bezprzewodowej czy przetwarzania
obrazéw. Bardziej jednak niz tego rodzaju zastosowania o charakterze inzynierskim
na popularnoéé krat wplynelo ich powiazanie z teorig falek oraz zagadnieniami fizyki
matematycznej (praca Daubechies, Grossmanna i Meyera 2 1985 roku) takimi jak
stany koherentne. Inne zagadnienia, bliZzsze autorowi pracy, to badanie niesamo-
sprzezonych operatorow, ktére pojawiaja sig naturalnie w zagadnieniach mechaniki
kwantowej. Wchodza w ten zakres takze tak zwane operatory ‘PT-symetryczne,
ktére staja sie symetryczne wzgledem nieokreslonego iloczynu skalarnego, inaczej
méwiae — w przestrzeni Kreina. Uktady funkcji wiasnych dla takich operatorow
stanowig impuls do rozwazania abstrakeyjnych uktadéw J-ortogonalnych, to jest or-
togonalnych w przestrzeni Kreina z operatorem fundamentalnej symetrii J. Pomimo
e powyzsze omoOwienie w zadnej mierze nie wyczerpuje wszystkich kontekstow, w
jakich pojawiaja sig kraty oraz ich uogélnienia, jest ono w mojej opinii wystarcza-
jace, aby uznaé, ze tematyka omawianej pracy doktorskiej znajduje si¢ w gtéwnym
nurcie badaii naukowych i moze stanowi¢ wartosciowy wklad w aktualna tematyke
badawcza. Nalezy tytuaj podkresli¢, ze glownym przedmiotem zainteresowania au-
tora sg nie tyle zastosowania krat, ile spojrzenie na nie jako pojecie abstrakcyjne.

Przejde teraz do omowienia zawartosci pracy, w ramach ktérego zawre uwagi
krytyczne, jak i przychylne. W rozdziale pierwszym znajdujemy definicje i pod-
stawowe wlasnodci krat. Okreslone zostaly: operator syntezy, sprz¢zony do niego
operator analizy i operator kratowy. Wprowadzenie oceniam dobrze, cho¢ sg w
nim usterki, na przyklad bledne odwolanie do ksigzki Christensena dla uzasad-
nienia wzoru (1.5); autor odsyla nas do partii ksigzki poswieconej kratom skon-
czonym, zeby uzasadnié¢ wzér dla krat nieskoriczonych. Nie przepadam rowniez za
formutowaniem definicji tak, jak w przypisie 1 na stronie 15, gdzie niewyrobiony
czytelnik moglby mieé problem ze zrozumieniem, jak skwantyfikowane jest o > 0.
Na szczeScie w dalszym ciagu pracy na ogol definicje stawiane przez autora byly
jednak jasne. Po omoéwieniu twierdzenia Naimarka dla krat, mowiacego, ze kazda
krata Parsevala jest rzutem ortogonalnym bazy ortonormalnej z nadprzestrzeni, au-
tor przechodzi do krat dualnych, waznych ze wzgledu na formuly rekonstrukcyjne.
Zostaje nam przedstawione oryginalne podejécie do opisu krat dualnych dla krat
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Parsevala, w ktérym wazng role petni Twierdzenie 1.11 charakteryzujace kraty du-
alne poprzez wlasnosci operatora () zwigzanego z wyjéciowa kratag. W kolejnym
podrozdziale autor skupia si¢ na kratach Parsevala z nadmiarem réwnym jeden.
Jest to do$é techniczny rachunkowo podrozdzial, ktory przekonuje nas, ze nawet
przy restrykcyjnych, pozornie upraszczajacych zalozeniach mamy do czynienia z
niebanalng matematyka. Pominiete rachunki, ktére uzasadniaja wzor (1.18), nie sa
krétkie — w takim przypadku autor powinien ostrzec czytelnika! W Przykladzie 1.17
mamy konflikt oznaczen, bo wektory e; w wyr6znionym wzorze (linia 7 od dotu)
nie sa tymi z poczatku strony. Rozdzial konczy sie charakteryzacja krat dualnych
do krat dowolnych, nadal przy uzyciu twierdzenia Naimarka dla krat.

W rozdziale drugim wprowadzone zostaty uogélnione uktady Riesza, w ktorych
zasadniczym elementem definiujacym staje sig samosprzezony nieograniczony ope-
rator O, ktéry dla zwyklych baz Riesza powstaje z konstrukeji operatora kratowego.
Ugolnione uklady Riesza to stosunkowo $wieze pojecie w wprowadzone przez In-
oue i Takakure w 2016 roku w powigzaniu z niesamosprzezonymi hamiltonianami.
Twierdzenie 2.7 stanowi cenna charakteryzacje uog6lnionych ukladéw Riesza, w
ktérej rozwaza sie miedzy innymi rozszerzenie Friedrichsa nieujemnego operatora
S, naturalnie skojarzonego z ciggiem polregularnym. W ciekawym Przykladzie
2.9 pojawia sie ciag polregularny niebedacy uog6lnionym ukiadem Riesza. W os-
tatnim podrozdziale tego rozdzialu. po§wieconym pétregularnym ciaggom Bessela
znajduje sie problematyczny Lemat 2.15, W ktorym twierdzi sig, ze przy zaloze-
niu ograniczonosci widma () z gory dla kazdej bazy ortonormalnej {e;}72, ukiad
postaci e?/%¢; jest uogolnionym ukladem Riesza. Operator ¢9/2 jest ograniczo-
ny, ale e~@/2, czyli operator odwrotny — juz niekoniecznie, wiec na pewno mozna
wskaza¢ baze ortonormalna, ktora bedzie zawieralta elementy spoza dziedziny e~ Q/2,
aw skrajnym przypadku — nawet baze roziaczng z dziedzing, podczas gdy w definicji
mamy wymaganie, aby baza zawierala si¢ w dziedzinach e¥ i e~%. Watpliwy mo-
ment w dowodzie to stwierdzenie, ze JF,, jest polregularny. Dopuszczam mySl, ze
popelnilem blad w mojej analizie Lematu 2.15, lecz jedli mam racje, to pewne
partie pracy staja pod znakiem zapytania. Na szczescie dla autora, lemat ten nie
ma wiekszego znaczenia dla pracy, poza by¢ moze Twierdzeniem 2.16 1 Przykia-
dem 2.17. Wprawdzie w dowodzie Lematu 3.16 autor powoluje si¢ na Twierdzenie
2.16, ale ten lemat mozna wykaza¢ wprost, nie korzystajac z Twierdzenia 2.16. Nie
wykluczam, ze Twierdzenie 2.16 jest prawdziwe — te kwestig proponuje omowic w
czasie publicznej obrony pracy doktorskiej.

Tematem kolejnego rodzialu sg ciggi J-ortonormalne. Tutaj J odnosi si¢ do
operatora symetrii fundamentalnej, za pomocg ktorego w przestrzeni Hilberta defi-
niuje sie nieokreslony iloczyn skalarny, czyli buduje si¢ strukture przestrzen Kreina.
Istotne staje sie tu pojecie podprzestrzeni dualnych, z ktérymi kojarzy si¢ opera-
tor kontrakcji, a ten z kolei - z operatorem symetrycznym okreslonym za pomoca
(nieujemnej) transformacji Cayleya. Rozszerzenia tego operatora do operatora
samosprzezonego odpowiadaja maksymalnym rozszerzeniom par przestrzeni dual-
nych w przestrzeni Kreina. W Lemacie 3.3 widzimy usterke, punkt (ii) odpowiada
raczej sytuacji, w ktorej [|[Tp|| < 1. Okazuje sig, ze quasi-maksymalnoéé¢ par pod-
przestrzeni mozna scharakteryzowaé poprzez pewne relacje operatora S skojarzo-
nego z taka para w powigzaniu z samosprzezonym operatorem @, dla ktérego e @
jest nieujemnym rozszerzeniem, co jest trecia ladnego Whiosku 3.15. W dal-
szym ciagu wprowadzone zostaly pojecia ciagow J-ortonormalnych, pierwszego i



drugiego rodzaju, gdzie podziatu dokonuje sig ze wzgledu na quasi-maksymalnosc
podprzestrzeni nieujemnych i niedodatnich skojarzonych z ciggiem. Fenomen taki
moze mieé¢ miejsce wlasnie w przestrzeni Kreina, ze wzgledu na jej bogata struk-
ture, ktorej nie ma w wyjéciowej przestrzeni Hilberta. W niebanalnym Twierdzeniu
3.92 znajdujemy charakteryzacje ciggow J-ortonormalnych jako obrazéw pewnej
bazy ortogonalnej. Kolejny podrozdzial poswiecony jest C-symetriom, za pomoca
ktorych mozna uzyska¢ formuly rekonstrukcyjne w specjalnych podprzestrzeniach
przestrzeni Kreina. Spory fragment rozdzialu trzeciego to opis konstrukcji ciagow
J-ortonormalnych pierwszego i drugiego rodzaju, a precyzyjniej: metody kon-
strukeji, ktora w zaleznoSci od parametréw pozwala produkowaé ciggi pierwszego
lub drugiego rodzaju. Jest to okolo siedmiu stron, na ktérych imponujaca sprawnoscé
rachunkowa laczy sie z pomyslowym wykorzystaniem wypracowanych wczesniej
narzedzi teoretycznych. Rozdzial zamykaja przyktady operatoréw fizyki matema-
tycznej, oscylatora harmonicznego i anharmonicznego, w ktorych pojawiajg sie ciagl
pierwszego rodzaju, co ma swoje konsekwencje dla tych operatorow. Jest to réwniez
dobra motywacja dla rozwazania takich ciagow.

Ostatni, czwarty rozdzial po§wiecony jest J-kratom, czyli kratom w sensie prze-
strzeni Kreina. Z analizy definicji 4.2 wynika, 7e proste przeniesienie wiasnosci krat
z przestrzeni Hilberta nie daje nic nowego. Kolejne podejscie, przez warunek narzu-
cony na obrazy operatora syntezy (obraz ,dodatni” i ,ujemny”) dla ciagu Bessela
réwniez ma swoje wady. Kolejne definicje J-krat sprowadzaja sie do tego, by maksy-
malno$é i jednostajna okre§lonosé (niezmiennosé znaku) zastapi¢ maksymalnoscia
w polaczeniu ze zwykla okreslonoscia, a nastepnie rozwazad quasi-maksymalnos¢
(to wszystko z zachowaniem wariantu zalozenia o spelnieniu nieréwnosci jak dla
krat). Uzyteczno$é ostatniej, najszerszej definicji zostala potwierdzona formulami
rekonstrukeyjnymi, analogicznymi do formul dla zwyklych krat (Wnioski 4.11 i
4.14), bo niewatpliwie bardzo pozadane jest, aby takie formuly zachodzily w jak
najszerszej klasie obiektow definiowanych jako J-kraty. W dalszym ciagu omawia-
ne sa warunki na to, aby ciag J-ortonormalny byt J-krat, a jednym z nich jest
przynaleznosé do klasy ciagow pierwszego rodzaju (Wniosek 4.22). Kolejnym tema-
tem sa J-kraty Parsevala, ktore w mysl Twierdzenia 4.24 sa obrazami specjalnych
Hilbertowskich krat Parsevala poprzez dodatni operator samosprzezony. Podobnie
jak dla zwyklych krat, mozna w tym przypadku badaé kraty dualne znajdujac
opisy przypominajace te z rozdzialu pierwszego (Twierdzenie 4.28). Motywacja dla
rozwazania J-krat, wspomniang parg razy w bym rozdziale, jest analiza sygnaléw
dzwiekowych z szumem, ktéry cheielibySmy wyeliminowac.

Do innych partii pracy nie mam wigkszych uwag, poza jedna, ze warto bylo
zacytowaé ksiazke Bognara Indefinite Inner Product Spaces.

Przejde teraz do oceny pracy. Nie ulega moim zdaniem watpliwosci, ze autor
poradzil sobie z tematyka, ktora wymagala od niego uzywania zaawansowanych
narzedzi miedzy innymi z teorii operatorow nieograniczonych. Wklad autora w
nielatwa tematyke oceniam pozytywnie, zwlaszcza to, ze sklada sie on z wielu
rezultatéw o charakterze abstrakcyjnym, cho¢ sa rowniez fragmenty wymagajace
sporej wprawy rachunkowej — i to z ugzyciem programow komputerowych, co na
pewno nalezy zaliczy¢ na korzys¢ autora. Strony redakcyjnej pracy nie oceniam
niestety wysoko, o czym jeszcze napisze szerzej, ale to nie zmienia mojej ogolnie
pozytywnej oceny pracy.



Widaé, ze praca powstala jako kompilacja publikacji napisanych po angielsku.
Po pewnym czasie przestalem juz nawet notowac liczne angielskie slowka, ale i
cale frazy, ktore autor przegapil w trakcie tlumaczenia (np. s. 20, 26). W wer-
sji papierowej pracy brakuje pelnej bibliografii, jest ona w wersji elektronicznej, w
ktorej zauwazylem tez inne poprawki w poréwnaniu z papierowa (np. Wniosek 1.23).
Wiele jest takze ,literowek”, ktére przestalem w pewnym momencie odnotowywaé, a
tu wspomne ,,punkowe” zamiast ,punktowe” (s. 8), ,zbor” zamiast ,;zbior” (Wniosek
1.14). Niektore fragmenty wygladaja jakby byly pisane o czwartej nad ranem, np.
strona 89. Mianownik liczby mnogiej od rzeczownika ,podprzestrzen” to ,pod-
przestrzenie”, a nie ,,podprzestrzeni”. W jezyku polskim powinniémy mowic o
 metryce nieokreslonej”, nie ,indefinitnej”. Thumaczenie angielskiego ,pre-Hilbert
space” jako ,przed przestrzen Hilberta” (s. 50) oceniam jako potworek jezykowy,
czy nie lepiej bytoby méwi¢ o przestrzeni unitarnej lub z iloczynem skalarnym? Na
stronie 61 czytamy: ,Niech {e;}32, jest...”. Pojawiaja si¢ tez pewne niezrecznoci
w notacji matematycznej. Wielokrotnie mamy do czynienia z réznymi wariantami
greckiej litery ,fi” (¢ i ) na oznaczenie tego samego obiektu (np. s. 41). Z kolei na
stronie 61 symbol ,,JI” obsluguje dwa rézne obiekty, co stanowi konflikt oznaczen.
W podrozdziale 3.2.3 mowa jest o C-symetrii, przy czym symbol C jest tozsamy (w
sensie czcionki) z pewnym operatorem, ktory jest C-symetrig. To sprawia wrazenie,
jakby C-symetria byla pojeciem zaleznym od operatora C, co jest odlegle od wias-
ciwego rozumienia definicji C-symetrii. Zdajg sobie Sprawe, ze to nie autor pracy
wprowadzil te watpliwe] jakoéci notacje, w przyszlosci sugerowatbym, aby oznaczy¢
operator C-symetrii np. litera T'. Po tych paru niemilych uwagach wypada jednak
stwierdzi¢, ze na og6l autor dobrze radzi sobie z tym, co najwazniejsze, czyli z
przekazywaniem treci matematycznych.

Konkluzja. Zgodnie z moja wyrazona powyzej opinig praca doktorska pana
Alana Kamudy pt. Kraty oraz uogolnione uktady Riesza. Witasnosct oraz zastoso-
wania spelnia ustawowe wymagania dotyczace stopnia naukowego doktora i moze
stanowi¢ podstawe do nadania panu Alanowi Kamudzie stopnia naukowego doktora.
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