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“Kraty oraz uogdlnione uktady Riesza.
Wtasnosci oraz zastosowania”

Rozprawa doktorska pana mgr. Alana Kamudy zostala wykonana na Wydziale Matematyki
Stosowanej Akademii Goérniczo-Hutniczej im. Stanistawa Staszica w Krakowie pod kierun-
kiem dr hab. Sergiusza Kuzela. Praca sklada sie ze streszczenia (w jezykach polskim oraz
angielskim), wstepu, czterech rozdzialow, dodatku, spisu literatury (87 Zrodel) i zawiera 102
strony.

Gléwnym celem pracy jest wprowadzenie szerokiej klasy ukladow wektorowych w prze-
strzeniach Hilberta lub Kreina i kompletne badania ich wlasnosci. Jedna z podstawowych
motywacji takich badarn teoretycznych moze stuzyé¢ rozwdj aktywny tzw. &7 -symetrycznej
mechaniki kwantowej. W roku 1997 Bender i Boettcher zwrécili uwage na ciekawe wlasnoéci
pewnej rodziny perturbacji klasycznych oscylatoré6w harmonicznych. Mimo niesamosprzezo-
noéci, takie operatory moga posiada¢ widmo rzeczywiste, chociaz uklady funkcji wlasnych
nie koniecznie sg baza ortogonalng czy nawet baza Riesza. Praca ta spowodowata powstanie
teorii 2.7 -symetrycznych operatoré6w mechaniki kwantowej, ktéra cieszy si¢ duza popular-
noscig do dzisiaj. Wlasnosci spektralne rozwazanych &2.7-symetrycznych hamiltonianéw w
sposoOb istotny zaleza od tego, czy uktady ich funkcji wlasnych sa zupelne i czy tworza ba-
z¢ w tym lub innym sensie. Z tego punktu widzenia praca doktorska mgr. Alana Kamudy
pos$wiecona jest waznym problemom o charakterze teoretycznym oraz praktycznym.

Gléwnym obiektem badania w pierwszym rozdziale jest krata, tzn. uklad wektorowy prze-
strzeni Hilberta K z iloczynem skalarnym (-, ), ktéry shuzy naturalnym uogdélnieniem pojecia
bazy Riesza. Jak i w przypadku bazy Riesza, kazda krata F, = {¢, | j € J} posiada krate
dualna Fy = {¢; | j € J} i zachodzi rozklad
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jednak taka krata dualna nie jest jednoznacznie wyznaczona w przypadku dodatniego nad-
miaru (tzn. gdy uklad F, pozostaje zupelny po usunigciu kilku wektoréw). Po wprowadzeniu
podstawowych definicji teorii krat autor stawi swoim celem opis wszystkich krat, dualnych
do dowolnej kraty F,. W podrozdziale 1.3 taka klasyfikacja zostala dokonana w przypad-
ku, gdy F, jest krata Parsevala (Twierdzenie 3.11). Dow6d tego twierdzenia oparty jest na
teorie dylatacji Naimarka i pozwala na konstruowanie krat dualnych do F, w sposéb dosc¢
jawny. Ciekawe przyklady zastosowania takiej konstrukcji w mechanice kwantowej zostaly
zaproponowane w rozdziale 1.4. Jak pokazano dalej w lemacie 1.19, kazda krate F,, dual-
na do ogélnej kraty F,, uda sie przeksztalci¢ do kraty, dualnej do pewnej kraty Parsevala,

co otwiera mozliwo$¢ zastosowania wynikéw podrozdziatu 1.3 i dokonania dokladnego opisu
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wszystkich krat dualnych F,,. Moim zdaniem, jest to bardzo interesujacy nowy wklad do teo-
rii krat o znaczeniu teoretycznym a zar6wno praktycznym. Rozdzial ten opiera si¢ na wyniki
pracy [57].

Nalezy wymieni¢ drobne niescistosci matematyczne czy nieudane sformulowania, np. w
definicji dodatnio okreslonego operatora (przypis dolny na s. 15) nalezy uzy¢ nieréwnosci
niescistej (znak >) lub rozwaza¢ tylko niezerowe f € K (patrz tez punkt (iii) na stronie 33);
zdanie kazda krata jest pewng perturbacjq kraty Parsevala lepiej sformulowaé . . . pewng trans-
formacjg ... (s. 18); we wniosku 1.10 operator P nie zostal wprowadzony, a suma ¢; + €;
powinna by¢ zapisana jako ¢; @ é; (s. 18); w pierwszym zdaniu wniosku 1.13 nalezy tez
wymieni¢ krate F, (np., Niech F. oraz F.o bedg kratami Parsevala w K), k-krotnosé nalezy
traktowaé jako K-krotnosé (s. 22); w zdaniu kazda krata moze zostac¢ uzupetniona do bazy
Riesza chodzi o uzupelnienie w przestrzeni rozszerzonej (s. 28). Sa tutaj tez drobne literéwki,
np. przestawione (s. 13), jednoznaczne okreslone (s. 17), Zbor (s. 21) i inne.

Rozdzial drugi oparty jest na wyniki pracy 58] i poswiecony uogélnionym ukladom Riesza.
Wiadomo jest, ze kazda baze Riesza F, mozemy poda¢ w postaci ¢; = e?/%¢; dla pewnej
bazy ortonormalnej {e; | j € J} i operatora samosprzezonego i ograniczonego Q. W ro-
ku 2016, Inoue i Takakura wprowadzili uogélnienie pojecia bazy Riesza — tzw. uogoélnione
uklady Riesza — zezwalajac w powyzszej konstrukcji na nieograniczone operatory (). Celem
rozdziatu 2 jest omo6wienie wlasnosci uogélnionych ukladéw Riesza. Zauwazmy, ze kazda baza
F, przestrzeni Hilberta K jest ciagiem pét-regularnym, tzn. minimalnym oraz zupeinym w K.
Taki cigg pol-regularny posiada uklad biortogonalny Fy, tzn. (¢n,¥m) = Onm, co pozwala
na wprowadzenie operatora S poprzez rownosci Sy; = 1;. Gléwnym rezultatem rozdziatu 2
jest twierdzenie 2.7, w ktorym pol-regularne uogdlnione uktady Riesza scharakteryzowane sg
w terminach samosprzezonych rozszerzen operatora S. Na podstawie tego zaproponowane sg
przyklady ciggoéw pol-regularnych ktore nie sa uogélnionymi ukladami Riesza.

Wymienimy tez inne wnioski z twierdzenia 2.7. Jesli cigg F, biortogonalny do ciggu p6t-
regularnego F,, jest zupelny w K (a minimalny jest automatycznie), to JF,, oraz Fy nazywamy
ciggami regularnymi. Okazuje sig, ze ciagg pol-regularny F, jest uogélnionym ukladem Rie-
sza wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciaggiem regularnym (wniosek 2.10), a ograniczone z gory
operatory Q w powyzszej konstrukcji odpowiadaja pol-regularnym ciggom Bessela (twierdze-
nie 2.16).

Drobne uwagi: and w (2.1) oraz for all w (2.8); na stronie 34 dopetnienie nalezy zamienic
przez uzupetnienie; rozszerzenie Friedrichsa Ap nie jest najszerszym rozszerzeniem operatora
nieujemnego A (s. 36) — na odwro6t, dziedzina A},ﬂ jest najmniejsza; w dowodzie wniosku 2.10
wartowalo by poda¢ wiecej szczeg6low; zamiast Fe ma by¢ F. (s. 39), a e; powinno by¢ e;
(s. 40); sg liczne przypadki uzywania ¢; zamiast ¢;. Kilka drobniejszych usterek pomijam.

W rozdziatach trzecim oraz czwartym badane sa ukltady wektorowe w przestrzeniach Kre-
ina, tzn. przestrzeniach Hilberta wyposazonych w iloczyn skalarny nieokreslony (metryke
indefinitng) [-,-] = (J-,-). Inspiracja do tego typu zagadnien sluzy &?.7-symetryczna me-
chanika kwantowa, ktéra rozwaza hamiltoniany niesymetryczne wzgledem zwyklego iloczynu
skalarnego w K ale bedace operatorami J-symetrycznymi. Zazwyczaj takie operatory po-
siadajag widmo punktowe rzeczywiste, ale uklady funkcji wlasnych czesto nie tworzg baz
ortogonalnych czy nawet nie sa bazami Riesza. Jednym z gléwnych celow rozdziatu 3 jest
wyjasénienie, pod jakim warunkiem te funkcje wlasne sg uogélnionym uktadem Riesza.

Po oméwieniu podstawowych pojeé¢ teorii przestrzeni Kreina i wlasnosci dualnych pod-
przestrzeni w K, autor udowodnia ze kazdy zupelny ciagg J-ortonormalny jest uogélnionym
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ukladem Riesza (wniosek 3.17), co w stosunku do operatorow 2.7 -symetrycznych oznacza,
ze w mnostwie przykladow fizycznych zupelnosé ukladu ich funkcji wlasnych pociaga za sobg
ze tworzg one uogolniony uklad Riesza. W przypadku, gdy F. jest réwniez ciggiem pierwsze-
go rodzaju, dodatkowo mamy reprezentacje ¢; = e?/%¢;, gdzie operator @ jest samosprzezony
i przeciwkomutuje z J, a baza ortogonalna {e; | j € J} przestrzeni K zlozona jest z funk-
cji wlasnych operatora J (twierdzenie 3.22). Z kolei, w takiej sytuacji istnieje tzw. operator
C-symetrii, ktory pozwala wprowadzi¢ strukture przestrzeni Hilberta w pewnym rozszerze-
niu K_¢ przestrzeni K oraz nowa dekompozycje fundamentalng w X_,. Jesli dodatkowo ¢; sa
to funkcje wlasne pewnego operatora J-symetrycznego H, to H jest istotnie samosprzezony
w tej przestrzeni Hilberta K_g; zwiazane jest to z wlasnoscig symetrii nieztamanej (unbroken
symmetry), aktywnie badanej w kontekscie &?.7-symetrycznej mechaniki kwantowej od lat
2000-ych.

Ciekawe konstrukcje jawne ciggéw pierwszego oraz drugiego rodu zaproponowane zostaly
w podrozdziale 3.3 w oparciu na idee Langera. W podrozdziale 3.4 rozwazane sg przyklady
hamiltonianéw 2.7 -symetrycznych, mianowicie oscylatoréw harmonicznego oraz anharmo-
nicznego o potencjalach & 7 -symetrycznych i na podstawie rozwinigtej teorii zaproponowane
zostaly przestrzenie Hilberta, w ktorych te operatory sa istotnie samosprze¢zone. W calosci
wyniki rozdziatlu trzeciego stanowig istotne uzupelnienie teorii uogélnionych uktadéw Riesza
w przypadku, gdy przestrzen Hilberta K posiada réwniez strukture przestrzeni Kreina.

Jak i w poprzednich rozdzialach, zauwazyltem kilka drobnych usterek matematycznych,
np. w Lemacie 3.3(ii) powinno by¢ ||To|| < 1 a nie ||To|| = 1 poniewaz jednostajnie dodatnia
podprzestrzen jest rowniez dodatnig; w (3.11) nalezalo by przypomnie¢, Ze podprzestrzenie
M, oraz M_ wprowadzone zostaly na stronie 45; na stronie 50 termin dopetnienie zostal
uzyty w sensie uzupetnienie; p, sq wartosciami wtasnymi zamiastwektorami wtasnymi (s. 60),
span{ f,} zamiast span{¢,} (s. 60); w (3.36) symbol J oznacza operator chociaz jest to zbior
indeksow w pozostalej czesci rozprawy; oraz literéwek, jak np. przestawione (s. 44), Phillips’a
(s. 46), nieudane dzielenie u-jemng (s. 49), maksymalnych podprzestrzeri dualnych (s. 51);
kazde maksymalne podprzestrenie (s. 51); J-ortonormalny ciggi (s. 58), Co dowodzi drugiej
réwnosci (s. 59); kilu (s. 64) i inne.

Ostatni rozdzial po§wiecony jest rozwinieciu teorii krat w przestrzeni Kreina. Autor naj-
pierw tlumaczy dlaczego poprzednie definicji J-krat nie sg uzyteczne i proponuje pojecie,
ktore opiera sie w sposob istotny na geometrie przestrzeni Kreina (definicje 4.9). Dla takich
J-krat wyprowadzone zostaly wzory rekonstrukcyjne; dodatkowo zbadane zostaly przypadki
J-krat typu Parsevala oraz ciaggow J-ortogonalnych. W rozdziale tym wykorzystywane sé
w sposob istotny wyniki poprzednich rozdzialéw, co wskazuje na sp6jnos¢ tresci rozprawy
doktorskiej.

Drobnymi usterkami sg wykorzystywanie terminu rozpiecie w sensie powtoka (s. 86), dopet-
nienie zamiast uzupetnienie (s. 87). Na stronie 80 autor stwierdza, ze jeéli dla podprzestrzeni
quasi-maksymalnych £ i £ zachodzi réwnosé £+ + £~ = K, to £F sa to przestrzenie jed-
nostajnie okreslone, ale nie odwotuje sie do odpowiedniego zrédta. Na stronie 84 uzywa autor
Since zamiast Poniewaz; s tez inne drobne usterki.

Jako wniosek najwazniejszy rozprawy doktorskiej nalezy uznaé¢ uzupelnienie w sposéb istot-
ny wiedzy o kratach i uogélnionych ukladach Riesza w przestrzeniach Hilberta oraz Kreina, a
zar6wno rozwiniecie nowych podej$é i metod badai takich ukladéw. Dowody gléwnych twier-
dzenn bazowano na nowoczesnych metodach teorii operatoréw i podano sg do$é szczegblowo.
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Zaletg tej pracy jest zilustrowanie wyprowadzonych twierdzen teoretycznych na przyktadach
hamiltonianéw 2.7 -symetrycznych badanych w literaturze fizyczne;j.

Biorgc pod uwage powyzej wymienione oceny i komentarze, uwazam, ze rozprawa doktorska
pana mgr. Alana Kamudy “Kraty oraz uogdlnione uktady Riesza. Wtasnosci oraz zastosowa-
nia” spelnia wszystkie formalne wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnioskuje o
dopuszczanie jej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

yaad



